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北京工业大学 2024——2025 学年第一学期

《高等数学（工）-1》期末考试试卷 A 卷

考试说明：考试日期:2024 年 12 月 31 日、考试时间：95 分钟、考试方式：闭卷

承诺：

本人已学习了《北京工业大学考场规则》和《北京工业大学学生违纪处分

条例》，承诺在考试过程中自觉遵守有关规定，服从监考教师管理，诚信考试，

做到不违纪、不作弊、不替考。若有违反，愿接受相应的处分。

承诺人： 学号： 班号：

。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。

注：本试卷共 三 大题，共 6 页，满分 100 分，考试时必须使用卷后附加的统

一草稿纸。

卷 面 成 绩 汇 总 表（阅卷教师填写）

题号 一

二
二 三 总成绩

满分 30 60 10

得分

一、填空题：（本题共 10小题，每小题 3 分，共 30 分）

1. 求极限

1
2 3

0

(1 ) 1lim
cos 1x

x
x

 



_____

2
3

 ____________________________.

2. 设函数 ( )y y x 由方程2x y x y  所确定，则 0d xy   __ (ln 2 1)dx _________.

3. 曲线
21 arcsiny x
x

   
 

的斜渐近线方程为______ 2y x  ________________.

4. 曲线
2
3( 5)y x x  的拐点个数为_____1________________________________.

5.
3 3 31 1 2lim

n

n
n n n n

              
       

 _____________
1
4
_______________________.

6. 抛物线 2 4 3y x x   上点____ (2, 1) _____________________处的曲率最大.

7. 设 ( )f x 有一个原函数sin x，则
2

( )dxf x x


   __________1  ______________.

得 分
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8. 广义积分
2

d
1
x x
x



 
 是收敛还是发散__发散_______________________.

9.  1 3 2

1
sin 1 dx x x


   ______

2

___________________________________.

10. 设

1cos , 0
( ) ,

0, 0

nx x
f x x

x

  
 

其导函数在 0x  处连续，则正整数n的取值范围

是_________ 2n  _______________________.

二、计算题：（本题共 6 小题，每小题 10分，共 60 分）

11. 设 1a  ， ( ) tf t a at  在 ( , )  内的驻点为 ( )t a ，问 a为何值时，

( )t a 最小？并求出最小值.

解：由 ( ) ln 0tf t a a a    ， ----------1’

解得唯一驻点
ln(ln )( ) 1

ln
at a
a

  . ----------3’

考查函数
ln(ln )( ) 1

ln
at a
a

  在 1a  时的最小值.

令 2 2

1 1 ln(ln ) 1 ln(ln )( ) 0
(ln ) (ln )

a aa at a
a a a

     ， ----------5’

解得唯一驻点 ea e . ----------7’

当 ea e 时， ( ) 0t a  ；当 ea e 时， ( ) 0t a  . ---------9’

因此，
1( ) 1et e
e

  为极小值，从而是最小值. ----------10’

得 分
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12. 设函数 ( )y y x 由参数方程
3 2

ln(1 )x t t
y t t
  


 

所确定，求
2

2

d d,
d d
y y
x x

.

解： 2d 3 2
d
y t t
t
  ，

d 11
d 1 1
x t
t t t
  

 
------4’

d
d d

dd
d

y
y t

xx
t


23 2

1

t t
t
t






(3 2)( 1)t t   --------6’

d d 3( 1) 3 2 6 5
d d

y t t t
t x
        
 

-----8’

2

2

d d
d 6 5 (6 5)( 1)d d

dd
d 1

y
y t t tt x

x tx t
t t

 
       



-------10’

13. 已知 (sin ) cosf x x x   ，
2 2

x 
   ，求 ( )f x .

解：令 sin , ( 1,1), arcsint x t x t    ，则 2cos 1x t  ， -------2’

2( ) 1 arcsin , ( 1,1)f t t t t      . 2( ) ( 1 arcsin )df t t t t   -------3’

分别求 21 d , arcsin dt t t t 
对于 21 dt t ，令 sin , ( , ), ( 1,1),d cos d

2 2
t u u t t u u 
     

2 2 2 1 cos 2 11 d 1 sin cos d cos d d ( sin cos )
2 2

ut t u u u u u u u u u C
          

2
1

1 (arcsin 1 )
2

t t t C    (也可用分部积分) ------6’

2

2 2

1 1arcsin arcsin arcsin arcsin d arcsin d(1 )
21 1

ttdt t t td t t t t t t t
t t

      
 

   

2 2
2 2

1arcsin 2 1 arcsin 1
2

t t t C t t t C         ------9’

2( ) ( 1 arcsin )f t t t dt   2
1

1 (arcsin 1 )
2

t t t C    2
2arcsin 1t t t C   

2 21( ) (arcsin 1 arcsin 1
2

）f x x x x x x x C       -------10’

得 分

得 分
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14. 计算
4

0

2 d
2 1
x x
x

 .

解：令 212 1, ( 2),d d
2

t x x t x t t    则 . -----3’

当 0x  时， 1t  ；当 4x  时， 3t  . ------5’

于是

2

4 3 3 2

0 1 1

1 22 12d d ( 3)d
22 1

t
x x t t t t

tx




  
   -------7’

3 3

1

1 1 27 1 223 [( 9) ( 3)]
2 3 2 3 3 3
t t

 
       

 
-------10’

15. 设
1( 1)
2

1 e , 0
2

( ) 0,     0 1

1 e , 1
4

x

x

x

f x x

x
 




  

 


,

(1)求函数 ( ) ( )d
x

F x f t t


  在 ( , )  上的表达式；(2)求 ( )df t t


 .

解：（1）
1 1 10 ( ) d
2 2 2

x t t x xx F x e t e e
   时， ； -----2’

0 0

0

1 1 1 10 1 ( ) d 0d (1 0)
2 2 2 2

xt tx F x e t t e 
        时， ； -----5’

1 1 10 1 ( 1) ( 1) ( 1)02 2 2
10 1

1 1 1 1 11 ( ) d 0d d 1
2 4 2 2 2

x t t xt t xx F x e t t e t e e e
     


         时，

-----8’

故

1( 1)
2

1 e , 0
2
1( ) ,     0 1
2

11 e , 1
2

x

x

x

F x x

x
 

 

  


 

（2） 解法一：
1 ( 1)
21( )d lim ( )d lim 1 1

2
x x

x x
f t t f t t e

  

  

 
    

 
  ----10’

解法二：
0 1

0 1
( )d ( )d ( )d ( )df t t f t t f t t f t t

 

 
      

10 1 ( 1)
2

0 1

1 1 1 1e d 0d e d (0 1) 1
2 4 2 2

tt t t t
  


         -

得 分

得 分
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16. 计算摆线
( sin )
(1 cos )

x a t t
y a t
 

  
相应于0 2t   的一拱的弧长 s，并计算

它与直线 0y  所围成的图形绕 x轴旋转而成的旋转体的体积V .

解：

 d cos d ,x a a t t  ----1’

 d sin dy a a t t  ------2’

代入弧长公式得

   
2 2 2 22 2 2 2 2

0 0 0 0
d d 2 (1 cos ) 2 2sin d 2 sin

2 2
t ts x y a t dt a t a dt

   
         

-------3’ ------4’ ------5’

22

0 0
4 sin 4 cos 8

2 2 2
t t ta d a a

      
  -----6’

旋转体的体积公式为
2 22 2 2

0 0
( )d (1 cos ) (1 cos )d

a
V y x x a t a t t

 
      

-------7’ -------8’
23 2 3 2 3

0
(1 3cos 3cos cos )d 5a t t t t a


     

------9’ ------10’

得 分
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三、证明题：（本题共 2 小题，每小题 5分，共 10 分）

17. 若 ( )f x 在 [ , ]a b 上存在二阶导数且 ( ) ( ) 0f a f b   ，则存在

( , )a b  ，使 2

4( ) ( ) ( )
( )

f f b f a
b a

  


.

证明：将
2

a bf  
 
 

分别在点 a和点b进行泰勒展开，得

2
1

1
( )( ) , ,

2 2 2 2
fa b b a a bf f a a 
              

     
， -------1’

2
2

2
( )( ) , ,

2 2 2 2
fa b b a a bf f b b 
              

     
. -----2’

1 2( ) max{ ''( ) , ''( ) }f f f    ,

则

2
1 2''( ) ''( ) ( )( ) ( )

2 2 4
f f b af b f a   

   -----3’

2 2
1 2''( ) ''( ) ( ) ( )''( )

2 2 4 4
f f b a b af  

    
     
   

-----5’

即存在 ( , )a b  ，使 2

4( ) ( ) ( )
( )

f f b f a
b a

  


.

18. 设 ( )f x 在 [0,1] 上可导， 2

0
( ) ( )d

x
F x t f t t  ，且 (1) (1)F f .证明：

在 (0,1) 内至少存在一点 ，使
2 ( )( ) ff 


   .

证明：由积分中值定理，存在 [0, ]x  ，使 2 2

0
( ) ( )d ( )

x
F x t f t t f x   ，---1’

从而 2(1) ( ) (1)F f f   ， ------2’

设 2( ) ( )G x x f x ， ------3’

则 (1) (1)G f ，而 2( ) ( ) (1)G f f    ，从而 (1) ( )G G  . ----4’

对函数 ( )G x 在 [ ,1] [0,1]  上使用罗尔定理，则至少存在一点 (0,1)  ，使

2 ( )( ) ff 


   . ----5’

得 分

得 分


