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注：本试卷共 三 大题，共 8 页，满分100 分，考试时必须使用卷后附加的

统一草稿纸。

卷 面 成 绩 汇 总 表（阅卷教师填写）

题号

满分

得分

一 二 三
总成绩

得 分 一、填空题（本大题共10道小题，每题 3分，共 30分）

1.微分方程 (x 1)dy  (1 2e y )dx  0 错误!未找到引用源。的通解为

( x  1)(2  e y )  C .

2.函数u  xy 2 z 在点 P (1,1,2) 处的梯度为 (2, 4,1)  .

3.数项级数 (1)n ln

n1

 n  1

n
是条件收敛、绝对收敛、还是发散？条件收敛  .

 4.设曲线 L 为从 (0, 0) 到 (1,0) 再到 (1,1)的折线段，则  3xy 2ds =_____1_______.

L
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1
y

y

1 1

2

y

1

0

5.交换积分次序：  4 dy
0

f (x, y)dx   dy2
1

4

f (x, y)dx  ___  2 dx  f ( x, y )dy __.
x2

x

6.向量场 A  (x3  yz )i  ( y 3  xz ) j  (z 3  xy )k 的散度为 3(x 2  y 2  z 2 ) .

7.旋转抛物面 z  x 2  y 2 在点1,2, 5处的切平面为 2 x  4 y  z  5 .

8.设函数 z  e2 x3 y  2 y ，则dz
(1,0 )
 2e2dx  (2  3e2 )dy .

9.函数 f ( x) 



x,    x  0,

1  x, 0  x   ,
展开为以 2 为周期的傅立叶级数，其和函数记为



S ( x ) ，则 S ( )         1/2 .

10.设 是 z  x 2  y 2 被柱面 x 2  y 2  2ax 所截部分，则该曲面的面积元素dS

2dxdy .

二、计算题（本大题共6道小题，每题 10 分，共 60分）

得 分 11. 求函数 f ( x, y )  (x  4 y  2 y 2 )e x 的极值.

 z

  4 y  2 y 2  1)e x  0

解：令


x
 (x

(1,1)


z
得驻点


 (4  4 y)e x  0

 y

2

又 A 
 f

x 2
 ( x  4 y  2 y 2  2)e x

(1,1)

 e

(1,1)

B 
 2 f

xy
 (4  4 y )e x

(1,1)

 0

(1,1)

C 
 2 f

y 2
 4e x

(1,1)

 4e

(1,1)

AC  B 2  4e2  0, 又 A  0,

所以函数 f ( x , y ) 的极小值为： f (1,1)  e.
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得 分
12. 计算二重积分 I  




x 2


y 2 
  dxdy , 其中区域D 为 x 2  y 2  R 2 .

D
 9 16 

解：在极坐标系下化二重积分为二次积分：




R


x 2


y 2 
  dxdy 

 cos 2 

D
 9 16 

 2

0

d 
0


 sin 2

9




16
 r 3dr

 

2 2 4

  2  cos  sin  

0
 d R

 3
 R  1 1 

9


 16 


0

r dr 
4

 9


16


.

得 分 13. 求微分方程 y  y  (x 2  2)e x错误!未找到引用源。的通解.

解：对应其次方程的特征方程为2    0,解得
1
 0,

2
 1.

所以齐次方程的通解为 y  C
1
 C x

2
e .

设非齐次方程的特解为 y *  x(ax 2  bx  c),

代入原方程得a 
1

3
, b  1, c  2 .

因此原方程的通解为 y  C  x
1

1
 C

2
e 

3
x 3  x 2  2 x.
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得 分
14.求幂级数 

 2n  2

3n

x 2 n1 的收敛域，并求其和函数.

n1

解：因为 lim
2n  4x 2 n3 3n 2n  4x 2 x 2

n 3n +1

2n  2x 2 n1

= lim
 32n  2

=
3
，

n

故该级数的收敛域为

 3, 3.



设 S x  
2n  2

3n

x 2 n1 ,则

n1



S x 


x 4 



2 n2



=


x
 


x 2 n2 



 = 3
 =


n1
3n

=





n

n1
3 




2


x 4 


   3  x 2



1 

x

3






=
4x 3 3  x 2 +2x 5  x 2 




12 x 3  2x 5 2 x 3 6

3  x 2 2 3  x 2 2

3  x 2 2

, x ( 3, 3).
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得 分 15. 求  (1 xe 2 y )dx  (x 2e2 y  y 2 )dy，其中 L是从点O (0,0)经圆周
L

(x  2)  y2 2  4的上半部分到点 A(2, 2) 的弧段.

解：积分路径如图所示：

P( x, y )  1  xe 2 y , Q ( x, y )  x 2e 2 y  y 2 , 所以
Q

x

P

y
.该曲线积分在任意单连通区

域中与路径无关 .选取新的路径 L
1
 L

2
, L

1
为从点O (0,0)沿 x 轴到点 B (2,0), L

2
为从点 B

平行于 y轴到点 A(2,2).

L
1

:

L

2
:

y  0,

x  2,

(0  x  2),

(0  y  2).

所以：原式= 
L

1
L

2

2

(1 xe 2 y )dx  ( x 2e 2 y  y 2 )dy

2
 

0

(1 x)dx   (4 e2 y  y 2 )dy
0

2 2
2 x 2  y 3

2 y  x    2e
0


2 

0

3
 2e 

0

4
2

3

得 分 16. 计 算 曲 面 积 分  (2 x  z )dydz  zdxdy ,



其 中  是 有 向 曲 面

z  x 2  y 2 , (0  z  1)的上侧.

解：设
1
为 z  1, ( x 2  y 2  1)的下侧，则 与

1
一起构成一个闭曲面，记它们围城的空

间闭区域为，由高斯公式得：

  1

 ( 2 x  z )dydz  zdxdy  -  ( 2  1 )dxdydz



 -3  dxdydz  -3  dz  dxdy  -3  zdz  -1 1

3

20
 x  y 12 2

0

.

而  (2 x  z)dydz  zdxdy 


1

 zdxdy   


1

dxdy   ,

x2  y 2 1
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因此，原式
 -

3 

2
   -



2
.

三、证明题（本大题共2道小题，每题 5分，共 10分）

得 分
17. 设函数 z( x , y )由方程F  x 



证明： x

 z

y
, y 

z 
 0给出， F , z 都是可微函数，

x 

z

x
 y
z

y
 z  xy .

证明：设 u  x 
z

y
, v  y 

z

x
,则有 F (u , v )  0 将它两边分别对 x, y 求偏导数，得：

z   z
1


F

u

1  y 1 x  x 2 z   0 (1)  F
v


x   x 

 z
1


2


1
z 

F
u

 y  y z  F 1  x  0 (2)  
v

y
  

xy   

x 2 zF
v

  F
u

 z y 2 zF
u

  F
v


将(1)(2)联立，解得 

1
, 

1
,

1 1x y F
u

  x F
v

 y y F
u

  x F
v



z

x 2 zF
v

  F
u

 y 2 zF
u

  F
v


于是 x  y  x

1
 y

1
 z  xy .

x y y F
u

  x 1F
v

 y F
u

  x 1F
v



z z

得 分

18. 已知 a
n

  x (1 x) dx, (n  1,2,...) ，证明 a
n

x n 的收敛半径为1 .2 n

0
n1

1 

证明：

11 1
2 n1a

n
  x d (1  x)   x 2 (1  x)n1

n  1 0 n  1

 1
0


n  1
1 1

0

2x(1  x)n1 dx


n  1


0

2 1
x(1  x)n1 dx  

(n  1)(n  2)


0

] 
0

1

1 1
xd (1  x)n2

 
1

(n  1)(n  2)

1

[ x(1  x)n2

(n  1)(n  2)


1

1 1

0

(1  x )n2 dx

 
(n  1)(n  2) n  3


1

(1  x)n3 
0

2

(n  1)(n  2)(n  3)
.
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

所以 a
n

得敛散性应与
n1

 1

n 3

一致，所以原级数收敛.

2

n1

S
n


2

2  3  4


2

3  4  5
 

(n  1)(n  2)( n  3)

 1 2 1   1 2 1 
          
 2 3 4   3 4 5 

2 1  1
    
 n  1 n  2 n  3 


1 1 1

2


1

3

n  2


n  3

.

故 lim
n

S
1

n


6

.
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